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Funcdes reais de varidvel real: nocoes basicas

Uma fungdo f: Df C R — R diz-se fung3o real de varidvel real.

A Df chamamos dominio de f. Quando a ac3o de f é descrita por uma expressio
numérica, Dr é um subconjunto do conjunto D constituido pelos ndmeros reais para
0s quais essa expressdo tem significado.

Obs. 1.2
Sempre que a agdo de f seja descrita por expressdes numéricas, e nada for referido em
contrario, toma-se para dominio de f o conjunto D.

O contradominio de uma fungdo f: Df C R — R é o conjunto CDs constituido pelos
valores que f assume, isto é,
CDf ={f(x): xeDr} ={yeR: y=1F(x) N x € Dr}.

Determine o dominio e o contradominio da fun¢do (f definida analiticamente por)

F(x) =3 — vx T L.



Inversa de uma funcao

I

Uma fungdo f: Dr C R — R é uma fun¢do injetiva se, para todo o xi,x» € Dr,
x1 # x = f(x1) # f(x)

ou de forma equivalente se, para todo o x1,x2 € Dr,
f(x1) = f(x) = x1 = x.

Exer. 1.6

Verifique se as fungdes f(x) =3x —m e g(x) = x* +4 s3o injetivas.

Seja f: Df C R — R uma fung3o injetiva. A fungio
f7': Cbr — R
y = X
onde x é tal que f(x) =y, é designada por fungdo inversa de f.

Dizemos que uma fung3o é invertivel se admite inversa.



Consequéncias da definicao de inversa 4

Obs. 1.8

»

>

O contradominio de f~* é Dy (isto é, CD;—1 = Ds);
Se f é invertivel, f~! é invertivel e (f*l)*1 =f;
Vx € D, (Fhof)(x)=Fff(x)=x;

Vy € CDr, (fof™')(y)=f(f'(y) =y

Vx € Df, Yy € CDr, f(x)=y & x=Ff"(y);

Os gréficos de f e f=! s3o simétricos relativamente 3 reta y = x.

Exer. 1.9
Caracterize a inversa das fungdes f(x) =3x —7 e g(x) =+v/x— 1.



Algumas propriedades das funcdoes invertiveis

|I

Prop. 1.10

Se f :Dfr C R — R é estritamente monétona em Dy, entdo f é injetiva.

Prop. 1.11

Se f :Df C R — R é estritamente crescente/decrescente em Dy, entdo f~1é
estritamente crescente/decrescente em CDy.

Prop. 1.12

Seja f uma fungdo continua e estritamente crescente/decrescente num
intervalo [a, b]. Sejam ¢ = f(a) e d = f(b), entdo

(i) f=! é estritamente crescente em [c, d]/ decrescente em [d, c];

(i) 7! é continua.



Funcao exponencial e Funcao logaritmo §)

R

Funcdo exponencial de base a: g: R —
X — a°

(a>0 e a#1)

g € estrit. crescente se a > 1 e estrit. decrescente se a < 1.
Portanto g é invertivel nos dois casos. A inversa de g ¢ a fungdo,

g ! : Rt — R
x +— y=log,x

onde y = log, x sse &’ =x, VyeR, Vx € RT.

Obs. 1.15

~ . . n
log, x |é-se logaritmo de x na base a. No casode a=e = |im (1 + l) , log, x
n—+o00 B

|é-se logaritmo natural de x ou logaritmo neperiano de x.



Gréficos das fungdes y = a* e y = log, x

Casoa>1 Caso0<axl1
y=a"
y y
2l
y = log, x
1\ y:ax
a \7‘\
1 a X ai X
y = log, x




Propriedades

|I

Prop. 1.16
Sejam x,y € Rt, o« €R e a,be Rt \ {1}

log,(xy) = log, x + log, y; a*a =a"

a _
log,(}) = log,x —log,y; ~ — =a""
log,(x*) = alog, x; (a¥) =a¥

_ logp x
log, x = 15,25

Exer. 1.17
Caracterize a inversa das fungoes:
(a) f-(X):el—zx (b) (X) 5|n(x 3)—1

(c) f(x) =logs(2—x) (d) f(x) = &5



Funcao seno 9

Funcdo seno: sen : R — R

IR -

Prop. 1.19

Propriedades da funcao seno:

» Dominio: R; Contradominio: [—1,1];

» Funcao periddica de periodo 27, isto é,
senx = sen(x + 2k7w), Vx ER e k € Z;

» Funcédo impar (sen(—x) = —sen(x), Vx € R);

» Nao € injetiva, mas a sua restricao ao intervalo [fg., g] ja é injetiva.



Funcao arco seno

A restricdo principal da fun¢3o seno é a func¢3o injetiva

f:[-2,7] — R

X > senx

A inversa de f é chamada de fung¢do arco seno, denota-se por arcsen, e define-se
do seguinte modo:

arcsen : [-1,1] — R
X — y = arcsenx

onde, y =arcsenx sse seny =x, Vx € [-1,1], Vy € [-3,5].

y

Yy = arcsen x

[
X

|
P



Exercicios 11

Sempre que houver necessidade de fazer uso de inversas de
funcoes trigonométricas esta implicitamente assente que o
dominio tomado é o das suas restricoes principais.

Exer. 1.21
Caracterize a inversa das fun¢des definidas por:

(a) f(x) = %sen <X+ g)

() f(x) = ] - 2=

(c) f(x)=2arcsen(v/x) —



Funcao cosseno

Funcdo cosseno: cos : R — R

Prop. 1.23

Propriedades da fungdo cosseno:
» Dominio: R ; Contradominio: [—1,1];

» Funcao periédica de periodo 2, isto é,
cosx = cos(x + 2km), Vx €eR e k € Z;

» Funcéo par (cos(—x) = cos(x), Vx € R);

» Naéo é injetiva. No entanto, a sua restricdo ao intervalo [0, 7] ja é
injetiva.



Funcao arco cosseno

A restricdo principal da fun¢3o cosseno é a fung3o injetiva
f: [0n] — R
X > COSsX
A inversa de f é chamada de fun¢do arco cosseno, denota-se por arccos
e define-se do seguinte modo:

arccos : [-1,1] — R
X —> y = arccosx

onde y = arccosx sse cosy = x, Vx € [-1,1], Vy € [0, 7].

y = arccos x

— 4
x




Exercicios 14

Exer. 1.25

Caracterize a inversa das fun¢des definidas por:

1
2 + cos x

(@) f(x) =

(b) f(x)=2m — arccos (%)



Funcao tangente 15

Fungdo tangente: tg : DCR — R

sen x
X — tgx =
Cos X
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Propriedades da funcao tangente:
» Dominio: D={x€R:x# g + km, k € Z} ; Contradominio: R;
» Funcdo periédica de periodo , isto é, tg x = tg(x + k), Vx € D e k € Z;
» Funcdo impar (tg(—x) = —tg(x), Vx € D;
» Nao é injetiva. No entanto, a sua restricdo ao intervalo ]7%7 z [jé é injetiva.



Funcao arco tangente

A restricdo principal da fungdo tangente é a fungdo injetiva
Fol-2.50 — R
X — tgx

A inversa de f é chamada de fung3o arco tangente, denota-se por arctg
e define-se do seguinte modo:

arctg : R — R
X +—— y =arctgx
onde y = arctgx sse tgy =x, VxeR, Vy e |-3,3[.

y




Exercicios 17

Exer. 1.29

Caracterize a inversa das fun¢des definidas por:

@ o) =te (57 )




Funcao cotangente 18

Fungdo cotangente: cotg : DCR — R
cos x
X — cotgx =

sen x
y
cotg x

<
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Prop. 1.31
Propriedades da funcdo cotangente:

» Dominio: D = {x € R: x # km, k € Z}; Contradominio: R;

» Funcdo periddica de periodo T, isto é,cotg x = cotg(x+ km), Vx € D e k € Z;
» Funcdo impar (cotg(—x) = — cotg(x), Vx € D);
>

N3o é injetiva. No entanto, a sua restri¢do ao intervalo |0, [ ja é injetiva.



Funcao arco cotangente

A restricdo principal da fun¢do cotangente é a fungdo injetiva
f:. ]on[ — R
X — cotgx

A inversa de f é chamada de fungdo arco cotangente, denota-se por arccotg
e define-se do seguinte modo:

arccotg : R — R
X +—— y = arccotgx

onde y = arccotg x sse cotgy = x, Vx € R, Vy €]0, x[.

\y = arccotg x




Exercicios 20

Exer. 1.33

Caracterize a inversa das func¢des definidas por:
(a) f(x) =2cotg (%)

(b) f(x) =7 + arccotg (%51)




Funcado secante

Funcao secante: sec : DCR — R

Propriedades da funcao secante:

>
>

>

Dominio:D = {x € R: x # 7 + km, k € Z}; Contrad.: | — oo, —1] U [1, 4o0[;
Funcgédo periddica de periodo 27, isto é,
sec x = sec(x + 2kn), Vx € D e k € Z;

Fungdo par (sec(—x) = sec(x),Vx € D;

Nao é injetiva. Contudo, a sua restrigdo ao intervalo [O, % [U} %,ﬂ é injetiva.



Funcao arco secante

A restrigdo principal da fungdo secante é a fungdo injetiva

. s s
f: [0,3[u]%,7] — R
X —> secx
A inversa de f é chamada de funcdo arco secante, denota-se por arcsec e define-se
do seguinte modo:

arcsec : ] —oo,—1]U[l,4+o0] — R
X —> y = arcsecx

onde, Vx €] — 0o, —1] U [1,+oo[,Vy € [0, 7] \ {g} , y = arcsecx sse seCy = X.

77777777777777777777777777 [N
i 2 Yy = arcsec x
|
i
+
t

1 1 x




Funcao cossecante 23

Func¢do cossecante: cosec : DCR — R
X —> COSsecX = ——

Propriedades da fungcdo cossecante:
» Dominio: D = {x € R: x # km, k € Z}; Contradominio: | — co, —1] U [1, +oo];
» Funcéo periédica de periodo 27 (cosec x = cosec(x + 2km), Vx € D e k € Z);
» Funcédo impar (cosec(—x) = cos(x));
| 4

N3o é injetiva.Contudo, a sua restricdo ao intervalo P%,O[U}O, g} é injetiva.



Funcao arco cossecante

A restricdo principal da fun¢do cossecante é a fungdo injetiva

fi [30[U]0 3] — R
X —> cosecx

A inversa de f é chamada de fungdo arco cossecante, denota-se por arccosec e
define-se do seguinte modo:

arccosec : | —oo0,—1JU[1l,400o[ — R
X — y = arccosec x

onde, Vx €] — 0o, —1] U [1,+oo[,Vy € [0,7]\ {5}, y = arccosecx sse cosecy = x.

—~ -3 -2 -1 0 1 2 3 4
N\ y = arccosec

1]




Funcoes trigonométricas inversas- resumo 25

Obs. 1.40

Funcao Dominio Contradominio
arcsen x [-1,1] -3, %]
arccos x [—1,1] [0, 7]

arctg x R 1-%, 31
arccotg x R 10, 7|
arcsecx | ]—oo,—1]U[1,+oo[ | [0,7]\ {5}
arccosecx | | —oo,—1JU[L,4oo[ | [-3,5]\ {0}




Algumas férmulas trigonométricas

Prop. 1.41

sen?x +cos?x = 1

1
cosec? x = = =1+ cotg? x, para x # km, k € Z
sin® x
1
sec? x = 5 =1+tg’x, para x # & + km, k € Z
cos? x

cos(x — y) = cos x cosy + sen xsen y
cos(x + y) = cos xcosy — sen xsen y
sen(x — y) = senxcosy — cosxseny
sen(x + y) = senxcosy -+ cos x sen y
cos(2x) = cos® x — sen? x

sen(2x) = 2sen x cos x

O s = 1+c025(2><)

Gl = 17c025(2><)

N A EENEaEN



Férmulas envolvendo inversas de funcoes

trigonométricas

sen(arccos(x)) = /(1 — x2) = cos(arcsin(x));
arccotg(x) = arctg(%);
arcsec(x) = arccos(%);

1
arccosec(x) = arcsin(—).
X

sec(arctg(x)) = /(1 + x2).



Derivacao da inversa de uma funcao

Teo. 1.43
Teorema da derivada da funcao composta - Regra da cadeia

Sejam f : Dr — R e g : D, — R fungdes tais que g o f esta definida. Se f é
diferencidvel em a, i.e. a derivada em a € Dr existe e ¢ finita, e g é diferencidvel

em f(a) entdo g o f é diferencidvel em a e

(gof)(a) = (g'(f(a)) - f'(a)

Exer. 1.44

Considere as fungdes reais de varidvel real f e g definidas por f(x) = x* e
g(x) = sen(x). Determine usando a regra da cadeia as derivadas seguintes:

(g of)(x) para x € R;

(fog)(x) para x € R.



Derivacao da inversa de uma funcao

Teo. 1.45
Teorema da derivada da funcao inversa

Sejam f :[a, b] —> R uma func3o estritamente mondtona e continua e f~* a

funcdo inversa de f. Se f é diferencidvel em xy €]a, b[ e f/(xo) # 0, entdo !

é diferencidvel em yo = f(x0) e (fﬁl)/ (f(x0)) = (fﬁl)/ (vo) = ﬁ'

Exer. 1.46

Sendo f: [1,4] — R continua e estritamente crescente tal que f(2) =7 e
f'(2) = 2, calcule, caso exista, (f)'(7).

Sabendo que f(x) = 4x>+x+2 & invertivel, calcule (F71) (2).

Seja f(x) = x*. Determine a derivada de f~! utilizando o teorema da
fung3o inversa.



Derivacdo das fungdes trigonométricas inversas 30

Exer. 1.47
Utilizando o teorema da derivada da func3o inversa mostre que:

1

(al’Csen X)/ = \/ﬁ , Vx E] - ].7 1[
1
Vx €] - 1,1]

arccos x) = ———
( ) Vi—x2’

1
(arcth), = m 5 Vx cR

(arccotg x)' = 132 Vx € R



Derivadas de funcdes trigonométricas 31

Obs. 1.48

Seja u uma fun¢do de x.

e (senu) = u'cosu e (cosec u)’ = —u' cotg ucosec u
o (cosu) = —u'senu e (arcsenu) = 1L£u2

o (tgu) = u'sec?u e (arccosu) = — 1u_/u2

o (cotgu) = —u/ cosec® u o (arctgu) = #,ug

o (secu) = u'tgusecu e (arccotgu)' = —lj—/uz



Exercicios 32

Exer. 1.49

Seja f(x) = In(arcsen x), com x €]0, 1.
Calcule (f‘l)/ utilizando o teorema da funcao inversa.

Calcule a derivada das seguintes funcoes:
(a) f(x) = (1+x?)arctgx (c) f(x) = arccotg (sen (4x3))
(b) f(x) = arcsen (%) (d) f(x) = Jarccos x

Considere a fungdo f(x) = arcsen(1 — x) + v2x — x2.

(a) Determine o dominio de f.

X

b) Mostre que f/(x) = ——
(b) e P == e



Solugdes Capitulo 1

14. Df = [—1,400[ e CDf =] — o0,3].

1.9. D1 =

g

D

—1 =

F—1

D1 =R, fiy)=4"

[1,+oo] eCD,_1 =Rf, g7 (y) =1+

- 1
R*, D,y =R, f7l(y) =150

4y+1
=R, CD,_1 =]3,+cc[, fH(y)=3+e 5
=R, CD;1=]~00,2, FTHy)=2-3

=101, D1 =R, L) = (1)

CD; 1 = [—m,0], f~1(y) = arcsen(2y) —

- 3
= [%5%} €D,y =10,2], f(y)=1—sen (3E %

(SEl

2,

~—

4
=[-m,0, €D,y =[0,1, f1(y)= Sen2(y+T")

= [3.1], Dy =D, 7], FHy) = arccos (L —2)
=[m 2n], CD;_1 =[-2,2], f~l(y)=2cosy

=R\ {0}, CD,_1 =] — c0,0[Ul4, +oo, f~l(y)=2—

_m
arctgy

Doy =07 D1 =R, Fly)=1-t5(F ~)

D
D

F—1

F—1

=R, CD,_; =]0,3n[, f~1(y) = 3arccotg (%)
=lm,2n, Doy =R, f7'(y)=2cotg(y — ) +1



Solucdes Capitulo 1

1.44.
(a) (g o f)(x) = 3x? cos(x?) (b) (fog) (x) = 3sin?(x) cos(x)
1.46. ,
13 2.1 3. (f‘l) 0) =~ 31y2
1.49.

1. (f_l)/ (y) = & cos(e”)

2 _ 1252 cos(4x3) (d)

2. (a) 2xarctgx+1 (b) — X\/)ﬁ (c) e (4x3)

3. () [0,2

34

1

33/1-x2 Varccos?x
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Teorema de Bolzano ou dos Valores Intermédios -

Relembrar 36
[Te0.21

Teo. 2.1

Seja f uma fung¢3o continua em [a, b]. Se f(a) # f(b) ent3o, para todo o y
entre f(a) e f(b), existe ¢ €]a, b tal que f(c) =y

Cor. 2.2
Seja f uma fungdo continua em [a, b] com f(a) # f(b). Se f(a) - f(b) <0
entdo existe existe ¢ €]a, b tal que f(c) = 0.

Exer. 2.3

Seja f uma fun¢do continua em [a, b] cujos tnicos zeros sdo x = a e x = b.
Mostre que f tem sinal constante em [a, b].



Extremos locais de uma funcao 37

Sejam f: D CR — R e a € Dy.

» aé um maximizante local de f e f(a) diz-se um méximo local de f
se existir 6 > 0 tal que

f(a) > f(x), Vx€la—d,a+o[NDs.

» aé um minimizante local de f e f(a) diz-se um minimo local de f
se existir 6 > 0 tal que

f(a) < f(x), Vx€la—d,a+o[NDs.

» Aos maximos e minimos locais chamamos extremos locais.

» Aos maximizantes e minimizantes locais chamamos extremantes
locais.



Extremos globais de uma funcao 38

Sejam f: D CR — R e a € Dy.

» a é um maximizante global de f e f(a) diz-se um maximo global de
fse f(a)>f(x), Vxe& Ds.

» aé um minimizante global de f e f(a) diz-se um minimo global de
fse f(a)<f(x), Vxe& Ds.

» Aos maximos e minimos globais chamamos extremos globais.

» Aos maximizantes e minimizantes globais chamamos extremantes
globais.



Condicao necessaria de existéncia de extremo 39

Seja f:]a, b[— R uma fungio diferencidvel em c €]a, b[. Se ¢ é um
extremante local de f, entdo f'(c) = 0.

llustracdo grafica

y

y =f(x)

=]




Observacoes 40

O reciproco da proposi¢do do slide anterior ndo é verdadeiro. De facto,
existem fungdes com derivada nula em determinado ponto e esse ponto
n3o é extremante. Por exemplo, f(x) = x*, no ponto x = 0.

Pode ainda acontecer que a derivada de f n3o exista num dado ponto xg,
mas xp ser extremante. S3o exemplos:

» f(x) = |x|, no ponto xo =0 e

> f(x):{ L se x#0

, no ponto xg = 0.
0 se x=0 P 0

Seja f: Dr — R uma fungio diferencidvel em c € int(Dr). Se f'(c) =0
dizemos que ¢ é ponto critico de f.



Teorema de Weierstrass ou

Teorema dos valores minimo e maximo

Teo. 2.9

Se f é uma fung3o continua em |[a, b] entdo f atinge em [a, b] 0 maximo e o
minimo globais (isto é, existem x1; x> € [a, b] tais que f(x1) < f(x) < f(x2)
para todo o x € [a, b]).

Exer. 2.10

Considere a func¢do real de varidvel real f definida por,

x—1 se x<1
f(x):{

sl

< se x>1

Mostre que a restricdo de f ao intervalo [—3, 10] atinge nesse intervalo um
maximo e um minimo.



Teorema de Rolle 42

Seja f uma fun¢do continua em [a, b] e diferenciavel em ]a, b[. Se
f(a) = f(b), entdo existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) =0

llustragcdo Gréfica
y

y=f(x)

a \ b X

Cor. 2.12
Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b|.

(i) Entre dois zeros de f existe pelo menos um zero de f'.

(ii) Entre dois zeros consecutivos de f’ existe, no maximo, um zero de f.



Exercicios 43

Exer. 2.13

Seja f a f.r.v.r. definida por f(x) = arctg ((x — 1)?) + 2.
Usando o Teorema de Rolle, mostre que existe ¢ €]0,2[ tal que
f'(c) = 0.

Mostre que se a > 0 a equacdo x3 + ax + b = 0 n3o pode ter mais
que uma raiz real, qualquer que seja b € R.

Mostre que a func¢do definida por f(x) = sen x + x tem um Unico
zero no intervalo [—, 7.



Teorema de Lagrange

Teo. 2.14

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferenciavel em ]a, b[. Entdo, existe

c 6]37 b[ tal que f’(C) = M .
b—a

O Teorema de Lagrange generaliza o Teorema de Rolle.

Para a demonstrag3o basta considerar a funcdo g(x) = f(x) — %x.

llustracdo Gréfica

y="f(x)

Obs. 2.15

Satisfeitas as condi¢des do Teorema de Lagrange pode garantir-se a existéncia de

c €]a, b| tal que a tangente ao grafico de f em C = (c, f(c)) é paralela a reta que
passa pelos pontos A = (a,f(a)) e B = (b, f(b)).

Relembrar que o declive m. da reta tangente ao grafico de C = (c, f(c)) é dada por
me = f'(c) e por conseguinte uma equag3o dessa reta é y — f(c) = f/(c)(x — c).
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Exer. 2.16

x*sen (1) se x<0
Seja f(x) =< 0 se x=0
Z—arctg (L) se x>0

(a) Estude f quanto a continuidade em x = 0.
(b) Mostre que existe pelo menos um ¢ € },%70[ tal que
f'(c) = 2.

Seja f(x) = arcsen(In x).
(a) Determine o dominio de f.
(b) Mostre que existe pelo menos um ¢ € |1, ¢[ tal que

f'(¢) = sy

Seja h uma fun¢io de dominio R tal que h’(x) = cos x - % g h(0) = 0.
Usando o Teorema de Lagrange, mostre que h(x) < e - x, para todo o
x € R,



Consequéncias do Teorema de Lagrange

Prop. 2.17

Seja I C R um intervalo e f: | — R uma fun¢do continua em [ e
diferenciavel em int(/).

(i) Se f'(x) =0, ¥x € int(/), entdo f é constante em /.
(ii) Se f'(x) >0, Vx € int(/), entdo f é crescente em /.
(iii) Se '(x) <0, Vx € int(/), entdo f é decrescente em /.
(iv) Se f’(x) > 0, ¥x € int(/), entdo f é estritamente crescente em /.

(v) Se f'(x) <0, ¥x € int(/), entdo f é estritamente decrescente em /.

Obs. 2.18
int([a, b]) = int(Ja, b]) = int([a, b[) = int]a, b[=]a, b[; int(R) = R;
int(] — oo, a]) = int(] — oo, a[) =] — oo, a[; int([a, +-o0o[) = int(]a, +oo[) =]a, +oo].
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Prop. 2.19
Seja f: Dr — R uma fungdo continua em [a, b] C Ds e diferencidvel em ]a, b],
exceto possivelmente em ¢ €]a, bJ.
(i) Se f'(x) >0, Vx €lc —6,¢[, e f'(x) <0, Vx€]c,c+6[, 6§ >0,
entdo f(c) é um méximo local de f
(i) Se f'(x) <0,Vx €]lc—6,¢c[ e f'(x)>0,Vx€E]c,c+4[, § >0,
entdo f(c) é um minimo local de f.

Prop. 2.20

Seja ¢ um ponto critico de f num intervalo ]a, b[. Admitamos que f é
continua em ]a, b[ e " existe e é finita em todo o ponto de ]a, b[. Entdo
verificam-se as condicGes seguintes:

(i) se f”(c) < 0, entdo f admite em ¢ um maximo local.

(ii) se f’(c) > 0, entdo f admite em ¢ um minimo local.
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Exer. 2.21

Mostre que g(x) = x + 2senx — 1 tem um Unico zero no
intervalo 0, 5.

Mostre que h(x) = ef—jrl é estritamente crescente em R.

Mostre que o polinémio %x3 + %xz —2x + 1 tem uma dnica
raiz no intervalo | — 2, 1[.
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Sejam f e g duas fung¢des continuas em [a, b] e diferencidveis em ]a, b[. Se
g'(x) # 0, para todo o x €]a, b|, entdo existe ¢ €]a, b[ tal que

f'(c) _ f(b) —f(a)

g'(c) g(b)—g(a)

Obs. 2.23
Do Teorema de Cauchy pode estabelecer-se uma regra — Regra de Cauchy —
de grande utilidade no cilculo de limites quando ocorrem indeterminacdes do

. 00 0

tipo — ou —.
('S} 0

Nos cinco slides seguintes enunciam-se as varias formas dessa regra.



Regra de Cauchy (versdes 1 e 2)

Prop. 2.24

VERSAO 1: Sejam f e g funcées diferenciaveis em [ =]a, b[ tais que, Vx € /,
£(x) #0 e g/(x) #0.

Se lim f(x) e lim g(x) s3o ambos nulos ou ambos infinitos
x—at x—at

. L ()L
e existe o limite |im entdo
x—at g/(X)
!
tim 1) _ iy £

x—at g(x)  x—at g/(x)

Prop. 2.25

VERSAO 2: Sejam f e g funcdes diferenciaveis em | =]a, b[ tais que, Vx € I,
g(x) #0eg'(x) #0.

Se lim f(x) e lim g(x) sdo ambos nulos ou ambos infinitos
x—b—

x—b—
. L f(x)
e existe o limite |im

x—b— g’(x)

entdo

lim m: lim
xob— g(x)  x—=b- g'(x)
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Prop. 2.26

VERSAO 3: Sejam I =]a, b[ e c € I. Sejam f e g funcdes definidas em / e
diferenciaveis em [\ {c}, tais que g(x) #0, Vx € I\ {c}.

Se g'(x) #0, Vx € I\ {c}, limec f(x) e limycg(x) sdo ambos nulos ou

7
ambos infinitos e existe o limite lim,_c ;Ei)) entdo

lim £ _ iy )
X—C g(X) X—C g/(X)
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Prop. 2.27

VERSAO 4: Sejam f e g funcdes definidas em |/ =]a, +oo| e diferencidveis em
I, com g(x) #£0,Vx € l. Se g'(x) #0, Vx € I, “T f(x)e IiT g(x) séo
X—r+00 X—>+00

e . . (%)
ambos nulos ou ambos infinitos e existe lim —-—,
x—+oo g’(x)

lim m: lim f/(x).
x—+oo g(x)  x—+oo g'(x)

entdo,

Prop. 2.28

VERSAO 5: Sejam f e g funcdes definidas em | =] — oo, b[ e diferencidveis em
I, com g(x) #£0,Vxe€l. Seg'(x) #0, Vx €, lim f(x)e lim g(x)sdo
X——00 X——00

e . . f'(x
ambos nulos ou ambos infinitos e existe lim /( )
x——co g'(x)

lim @: lim f/(x).
e gx) T xo e g(X)

, entdo,
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Exer. 2.29

53

Calcule, caso existam, os seguintes limites:

2 arcsen x
x—0 3x

(c)

im

x—0 arctg x
. In x

(d) lim

X—>+00 X3

Mostre que existe

(e) Xirgﬁ x%In(—x)

. 1
(F)  Jim  xer

(g) lim (x-+ 3);lz

X——+00

(h) lim (Inx)"x

x—1+

. X — sen x
im ———,
x—+00 X + sen x

mas n3o pode aplicar-se para o seu cdlculo a regra de Cauchy.
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Seja f : | — R uma fung¢&o, onde / é um intervalo n3o degenerado (isto
é, com mais do que um ponto) de R. Uma primitiva ou antiderivada de f
é uma qualquer funcao F diferencidvel em / tal que, para todo o

x el
F'(x) = f(x).

Se f admite uma primitiva em / dizemos que f é primitivdvel em /.

Obs. 3.2

» Caso | = [a, b], dizer que F é diferencidvel em [ significa que, para todo o
x €|a, b[, F é diferencidvel em x e que existem e s3o finitas Fi(a) e
F’ (b). Convengdes andlogas para | = [a, b[ ou [ =]a, b].

» Toda a primitiva de uma func¢do é uma func¢do continua.



Primitiva de uma fungdo (cont.)

Exer. 3.3

Indique uma primitiva das seguintes fun¢des (no intervalo indicado)
(a) f(x) =2x, em R; (b) f(x)=¢e*, emR;

(c) f(x) =cosx,emR; (d) f(x) =1, em RF

:;,

Prop. 3.4

Seja f: I — R uma fungdo e F: | — R uma primitiva de f em /.
Ent3o, para cada C € R, G(x) = F(x) + C é também uma
primitiva de f em /.

Prop. 3.5

Se F: | +Re G: | — R sio duas primitivas de f: | — R, entao
existe C € R tal que F(x) — G(x) = C, para todo o x € /.
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A familia de todas as primitivas de uma funco f chamamos
integral indefinido de f. Denota-se esse conjunto de fun¢des por

/ F(x) dx.

A f chamamos func3do integranda e a x varidvel de integracdo.

Obs. 3.7

Atendendo a proposicao 3.5, tem-se:
/f(x) dx= F(x)+ C, C€R,

onde F é uma primitiva de f.

Se f for diferencidvel, entdo

/f'(x)dX: f(x)+C, CeR.
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Obs. 3.8

c /dex:X”“Jrc, CeR, peR\{-1}

pr1

"1
. /7dx:In|x|+C, CeR (onde xRt ou xeR™)

X
. /exdx:ex—‘,—C,CeR o/axdx:%—i—C,CeR,aeR*\{l}
Fdx=2Z 4+ C, CER, aeRT\{1}

senxdx = —cosx+C, CER e /cosxdx:senerC, CeR

sec?xdx=tgx+C,CER o /coseczxdx:—cotgx+C, CeR

1
V1—x2
secxtgxdx =secx+ C, C€R

1
dx = arcsenx + C, C € R o/1+ dx = arctgx+ C, C € R

x2

cosec x cotg x dx = —cosecx + C, C € R

—



Exercicios 59

Prop. 3.9

Sejam f e g fungGes definidas em / e «, 8 € R ndo simultaneamente nulos.
Se f e g s3o primitivaveis em I, entdo af + Sg é primitivdvel em [ e

f(af(x) + Bg(x)) dx = af f(x) dx + Bfg(x) dx .

Exer. 3.10
Calcule:

(a) /(2X—3senx) dx (b) /X+3dx

x2
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Prop. 3.11

Sejam I e J intervalos de niimeros reais, f : | — R uma fun¢3o primitivével e
g : J — R uma fung¢3o tal que a composta f o g esta definida.

Se g é diferencidvel em J, entdo (f o g)g’ é primitivavel e tem-se
[ fg(x))g'(x)dx = F(g(x)) + C, CER,
onde F é uma primitiva de f.

Exemplo de aplicagdo

/2x cos(x’)dx =sen(x’)+ C, CeR
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Como consequéncia imediata da proposicdo anterior tem-se:

Seja u uma fungdo de x.

./u’updx:;'j;Jrc, CeR, peR\{-1}
O/idX:|n\u|+C, CeR o /u'e“dxze“-i—C, CeR
u

Va'dc =2 +C, CeR, acRH\{1}

Ina

——

u'senudx =—cosu+C, CER o/u'cosudxzsenu—f—C, CeR

usec?udx =tgu+C, CeR

—

. /u'cosecQudX:—cotgu+C, CeR
‘ u’ u’

° /7dX:arcsenu+C,C€R o/7dxzarctgu+C,C€R
. 1—u? J 1+ w2

. /u'secutgudx:secu-{-C, CeR

° /u'cosecucotgudx:fcosecu+C, C eR.
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Exer. 3.13

Calcule os seguintes integrais indefinidos:

(a) /14);74x5dx (f) /etgxseczxdx (k) /\/%dx

(b) /sen(\@x)dx (g) /ﬁdx

2 1 In x
© /x7x dx () /mdx (m) /de

(d) /tgxdx 0Q) /Tigdx () /%dx

X
e sen x cos® x dx i /eid 1
@ [ 0) [+ o © [ a
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Exer. 3.14

1
Determine a primitiva da fungdo f(x) = — 1 que se anula no ponto x = 2.
X

Determine a funcdo f : R — R tal que:

2eX
34 ex

f'(x) = e f(0) = In4.

Sabendo que a fung3o f satisfaz a igualdade

1
/f(x) dx = senx — X Cos x — §x2 + ¢, c €R, determinar f (%).

Usando dois processos distintos mostre que:

sec(x)dx = In|secx +tgx| + ¢, c € R.
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Tendo em conta a derivada do produto, (u(x)v(x))" = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)
obtemos por primitivacdo [ uvdx = u'v + [ uv'dx, que d3 origem & chamada
(técnica da) primitivagcdo por partes usualmente enunciada do modo seguinte:

Prop. 3.15

Sejam u e v fungdes de x diferencidveis em [, entdo

Ju'vdx = uv — [uv'dx. (Primitivacdo por partes)
2 2
/x Inx dx = —Inx— X—ldx
2 x
2
= ?Inx—/gdx
2 2
= X?Inx—xz—i—C, CeR;
/1 Inx dx = xlnx—/xldx
~— x

= xlnx—x+C, CEeR.
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Obs. 3.16

» Esta férmula é dtil quando a fungdo integranda se pode escrever
como o produto de duas fun¢des e é conhecida uma primitiva de
pelo menos uma delas.

» Sabendo primitivar apenas uma das fung¢des, escolhe-se essa para
primitivar e deriva-se a outra funcgdo.

» Quando conhecemos uma primitiva de cada uma das fun¢des,
devemos escolher para derivar a fungao que mais se simplifica por
derivacdo. Por vezes essa escolha é indiferente.

» Por vezes é necessario efetuar vérias aplicaces sucessivas da
férmula de integracdo por partes.

» Por vezes obtém-se novamente o integral que se pretende
determinar. Nesses casos, interpreta-se a igualdade obtida como
uma equacdo em que a incégnita é o integral que se pretende
determinar.



Exercicios

Exer. 3.17

Utilize a técnica de integracdo por partes para calcular os seguintes
integrais indefinidos:

(a) /xcosxdx (e) /x3eX2 dx
(b) /e*3X(2x+3)dx () /e2xsenxdx
(c) /arctgxdx () /sen(lnx) dx

(d) /X3Inxdx (h) /In2xdx



Primitivacao de Fung¢des Racionais

N(x)
D(x)’
onde N e D sao polindmios em x com coeficientes reais e D é n3o
nulo, diz-se uma funcao racional.

Uma funcao cuja expressao analitica admite a forma

Caso grau(N) < grau(D) dizemos que % é uma fragdo prépria.

Prop. 3.19

Se grau(/N) > grau(D), entdo existem polinédmios Q e R tais que:

N(x R(x
DEX; (X) + DEX

com grau(R) < grau(D). A Q e R chamamos quociente e resto da
divisdo de N por D, respetivamente.

Exemplo

w

N
[
x

Sendo N(x) = 4x> + 3x e D(x) =2x*+ 1 tem-se, % =2+ 557"
Neste caso, os polinémios quociente e resto s3o, respetivamente, Q(x) = 2x e
R(x) = x.
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Obs. 3.20

Caso grau(N) > grau(D), ggi; = Q(x)+ gg{;
v ¢

polinémio fracdo prépria
Como, (Xd —/Q(x dx—|—/gE;d7

e a primitivacdo de fungdes polinomiais é imediata, a primitivacdo de
fun¢Ges racionais reduz-se a primitivacdo de fragdes proprias, que por sua
vez se pode reduzir a primitivacdo de fracoes simples.

Chamamos fracao simples a toda a fragdo do tipo

A Bx+ C
onde p,g € N, A€ R\ {0}, B, C € R n3o simultaneamente nulos e a, 8,7 € R sdo
tais que 82 — 4y < 0.



Fracoes simples

Exemplos de fracdes simples

(@)
(o)

2 1 X —2 1
x=1" x27 xX24+x+1" (x2+x+2)3

Prop. 3.22

Toda a fragdo prépria pode ser decomposta numa soma de fragcoes
simples.

Obs. 3.23

A primitiva de uma funcdo racional f(x) = % pode sempre

escrever-se como somas, produtos, quocientes e composi¢coes
de funcoes racionais, logaritmos e arco-tangentes.

Z|
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Obs. 3.24

X), com grau(R) < grau(D)

(
D(x)

Fracao a decompor:

Procedimento

Decompor D(x) em fatores irredutiveis:
D(x)=a(x — a1)PL . .(x — an)Pr(x2+ Bix + 71)% . .(X2+ BmX + Ym)Im
onde a € R\ {0}, pi,g; €N, o, 8j,7 €R, com 3j —4v; <0, parai=1,...,n

ej=1,...,m.

Associar a cada factor de D(x) uma determinada fracdo simple ou
soma de fragdes simples de acordo com o seguinte:
(i) Ao fator de D(x) do tipo (x — )" (r € N) corresponde
A A A,

SRR P I

onde Ajp,...,A, sdo constantes reais a determinar.
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Procedimento (cont.)

(i) Ao fator de D(x) do tipo
(x> 4+ Bx+7)°, com 2—-4y<0 e seN

corresponde,

Bix+ G Box + G n B.x + Cs
X2+ Bx+y (X% +Px+7)? (x2+ Bx+ )
onde B;, C; sdo constantes reais a determinar, i=1,...,s.

Escrever gg; como soma dos elementos simples identificados no

ponto anterior e determinar as constantes que neles ocorrem,
usando o método dos coeficientes indeterminados.
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Primitivacdo de Fracdes Simples

Fragcao do tipo:

(x —a)r

A
Serzl,/ dx=Aln|x—a|+C, CeER
X—a

A A(x — a)~r+
L, | ——dx=—"""—"— R
ser# '/(x—oz)’dx =T

Bx+ C

Fracao do tipo: —————
PO B Bx T )

Reduz-se a primitivagao de fracdes do tipo:
t
(i) ———— ou (i)

A+ @+ ey



Primitivacdo de Fracdes Simples

Primitivagdo das fragdes do tipo (i) e (ii) do slide anterior

t
(i) Fragdo do tipo: At oy

t 1
Ses:l,/dt=|n|1+t2\+c, CeR
14 ¢2 2

t (1+ t3)—st!
= C, CeR
Ses#l,/(1+t2)sdt 2(=s+1) +C, Ce

(II) Fragéo do tlpO m

1
Ses:l,/thdt:arctgt+C, CeR

Se s # 1, aplica-se o método de primitivagdao por partes

recursivamente, partindo de / dt.

1+ t2



Primitivacdo de Fracoes Simples

Exemplos:

(L fxz—i—x 2

Passo 1: Fatorizar o denominador.
Como as raizes de x2 + x — 2 s3o 1 e -2, obtemos
X2 x—2= (x — 1)(x+2);
Passo 2: Determinar A e B de modo a que:
x—5 _ A n B
X24+x—-2 x—-1 x+42’
isto € tais que: x —5 =A(x +2) + B(x — 1),
peloque, A+ B=1 e 2A—B=50ousejaA=2, ¢ B=-1, e
x—05 2 -1
2 = + J
X%+ x—2 x—1 x+2
Passo 3: Calcular o integral indefinido a custa das fracdes simples.

fX2+X o dx = [ X dx—i—f% dx =2In|x—1|—Injx+2|+C,CeR




Primitivacao de funcdes trigonométricas

Obs.

3.25

Poténcias impares de sen x ou cos x
Destaca-se uma unidade a poténcia impar e o fator resultante passa-se
para a co-fun¢do usando sen® x + cos® x = 1.

. . 3
Exercicio: Calcule /sen x dx

Poténcias pares de sen x ou cos x
Passam-se para o arco duplo através das férmulas

14 cos(2 1—cos(2
7“”25( 9, ou sen’ x = 7“’25( )

.. 2
Exercicio: Calcule /cos X dx

COS2 X =

Produtos onde existem fatores tipo sen (mx) ou cos (nx)
Aplicam-se as férmulas,
® senxseny = %(cos(x —y) — cos(x + y));

® cosxcosy = %(cos(x +y) + cos(x — y));
® senxcosy = %(sen(x +y) +sen(x — y)).

Exercicio: Calcule /sen(2x) sen(—3x) dx.



Primitivacao de fung¢des trigonométricas

Obs. 3.25 (cont.)

Poténcias pares e impares de tg x ou cotg x
Destaca-se tg® x ou cotg? x e aplicam-se as férmulas

2 2

tg? x =sec® x — 1 ou cotg® x = cosec® x — 1.

Exercicio: Calcule /tgﬁxdx.

Poténcias pares de secx ou cosec x
Destaca-se sec® x ou cosec® x e ao fator resultante aplicam-se as férmulas

sec’x =1+tg’x ou cosec® x = 1 + cotg? x.

. . 6
Exercicio: Calcule /sec X dx.

Poténcias impares de sec x ou cosec x
Destaca-se sec® x ou cosec® x e primitiva-se por partes escolhendo esse
fator para primitivar.

L. 3
Exercicio: Calcule /sec x dx.
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Exer. 3.26

Calcule os seguintes integrais indefinidos:

(a) /sen4xdx (c) /sen5xcoszxdx

(b) /senxcosQde (d) /sen(3x) cos(4x) dx



Primitivacdo por Substituicao-Mudanca de variavel
78

Prop. 3.27

Sejam [ e J intervalos de R,

f:I—R uma fungdo primitivavel e
x — f(x)
p:J—R uma fungdo diferenciavel e invertivel

t— ¢(t) =x tal que o(J) C I.
Ent3o a fungdo (f o @)@’ é primitivavel e, sendo H uma primitiva de (f o ¢)¢’,
tem-se que H o ¢ * é uma primitiva de . Assim, usando a mudanca de

varidvel ¢(t) = x, temos

[ e = /f(cp(t))@'(t) dt = H(t)+ C = Hip'(x))+C, CER.
— regresso a variavel inicial

mudanca de variavel



Primitivagcdo por Substituicdo-Mudanca de variavel

Calcule o integral indefinido [ o W dx x € Ry, utilizando a substituicdo de
varidvel v/2x = t.

Dado que v2x = t, tem-se x = %, t>0. A fungio ¢(t) = g é
diferencidvel e invertivel em RY; o(RF) =R{; e ¢'(t) = t. Donde,

[ s dx=[thdt=[(1-15) dt
=t—In]l+t/+C,
2x —In(l++v2x)+ C, CeR.

In(x)
x(In2x+1)

Calcule o integral indefinido f dx, x € R, utilizando a substituicdo

de varidvel x = e’.

Ora x = e se e somente se t = In(x). A fungio ¢(t) = e’ é diferenciavel e
invertivel em R™ e ¢'(t) = e’. Donde,

f x(/n2x+1) e = f Wtﬂ)et dt = f 2+1 dt =3 In(t +1)+C

=lin(n’(x)+1)+C, CEeR.




Integragdo de Fungdes envolvendo Radicais (usando

substituicBes trigonométricas)

1
2
3
4.
5
6
7

Funcao com radical

Va2 +x2, a>0

Va2 —x2, a>0

Vx2—22, a>0

Va2 4+ b?x2, a,b >0

Va2 —b2x2, a,b > 0
V—a2 + bB?x2, a,b> 0

Vatx2 4+ bx+c,a#0ebccR

Substituicao

x=atgt, comte] -3, %[
x =asent, comte]— 2, %[
x = asect, com t €]0, 5
reduz-se ao caso 1.

reduz-se ao caso 2.

reduz-se ao caso 3.

reduz-se a um dos anteriores.

Exercicio:



Exercicios

Exer. 3.28

Calcule, usando uma mudanga de varidvel adequada os seguintes
integrais indefinidos:

2) /x%/ﬁdx () /rl\%?dx
(b) /x(2x+5)1°dx (f) /x(1—|—1Ir12><)dX
c)/\/exli_ldx (g)/mdx
(d) Sen(\/\}/;)dx ()/ 1I+n;x



Calculo | - 2016/2017 Agrupamento |l

Integrais de Riemann ou
Integrais definidos

Corpo Docente:
Ana Breda (Responsével)
Paolo Vettori

Sandrina Santos
Departamento de Matematica

Universidade de Aveiro
Setembro de 2016

Slides com ligeiras adaptacdes de outros jd existentes fortemente
baseados no texto de Virginia Santos indicado na bibliografia



Motivacao a definicdo de Integral de Riemann 83

Quest3o:
Como calcular a drea delimitada pelo gréfico de f, pelas retas x = a,

x=bey=07
A /

v




Area calculada por defeito 84

y y:f(7

mi=min{f(x): x € [xi—1, x|}

6
Am=>_mi(xi = Xi1)
i=1

A\

Xo=a X3 X2 X3 X4 X5 b=xg




Area calculada por excesso 85

Me

M;=max {f(x): x € [xi_1, x|}
M, M, Ms

6
Am = Z Mi(xi — xi—1)

i=1

A\

Xp=a x1 Xx X3 X4 X5 ph=xg




Outra aproximacao para o valor da area 86

y
y =f(x)
fxg
f("f) f(x7) |
-~ T~ 2 *
| “\fﬁxs*) e : 6
T~ *
R \\“,ILJ/; AT =) (= i)
| -
V] | | : =1
‘ | | | [ !
: | | | [ :
: Pl | | | Notar que:
|
N | | An < A" < Ay
T } v X
- . . I’ >
X0 = g XLgX2 g X3 X X4 xz X5 xt b= xg




Particio de um intervalo 87

» Chamamos particdo de [a, b], a todo o subconjunto finito de

[a,b], P={x0,x1,--.,%n}, tal que a=xp <x3 < -+ < x,=b.

» Sendo P = {xg,x1,...,X,} uma particdo de [a, b], chamamos
diametro de P, e denotamos por AP, a maior das amplitudes dos
intervalos [x;i_1,x], i =1,2,...,n, isto §,

AP = max {x; —xj—1: i=1,2,...,n}.

» Chamamos sele¢do de P a todo o conjunto C = {x{,x3,...,x;}

tal que xi € [x0, x1], x5 € [x1,%2], .., X} € [Xn—1, Xn]-



Soma e Integral de Riemann

Sejam f: [a,b] = R, P = {x0, x1,...,%a} uma particdo de [a, b] e
C={x{,x5,...,x;} uma sua selec3o. A soma,
Se(P,C) == >0, F(x) (% — xi—1) -

Chamamos soma de Riemann de f associada a particdo P e selecdo C.

Sejam f: [a,b] — R e | € R. Dizemos que / é o integral de Riemann (ou
o integral definido) de f em [a, b] (ou de a para b) se, para todo o € > 0,
existe § > 0, tal que, para toda particdo P de [a, b], com AP < ¢, e, para

toda a selecdo C de P,
|S¢(P,C) — ] < e
Caso exista /, nas condi¢Bes anteriores, diz-se que f é integravel em [a, b] e

escreve-se,
I = [P f(x)dx.



Soma e Integral de Riemann 89

f é integrdvel em [a, b] se e s6 se para toda a sucessdo de particoes

(Pn)neN do intervalo [a, b] , tal que
lim,_ o0 |Pal =0, se tem,

limp,_ o0 Sf(Pan) =/,
para toda a sucessdo (Cp)nen de selegdes P, - compativeis.

Exer. 4.5

Considere a fun¢io f: [a, b] — R definida por f(x) = k, onde k designa
uma constante real arbitraria. Determine, caso exista, o integral definido
de f em [a, b].



Nomenclatura 90

limite superior de integracdo

/'

b
fa f(X) dX ——pvaridvel de integracao

/ \ funcdo integranda

limite inferior de integracdo

Obs. 4.6

m A varidvel de integragdo é uma variavel muda, i.e., podemos escrever, por
exemplo fab f(x)dx = fab f(t)dt = fab f(u) du.

m Na definicdo de integral de Riemann considerou-se a < b. Vamos agora
dar significado ao integral de Riemann quando a = b e quando a > b.
Sendo f integravel, escrevemos por convengdo, que

L7 f(x)dx=0, e,

[P f(x)dx = — [7f(x)dx; sea> b.



Critério de Integrabilidade

Prop. 4.7

Seja f : [a, b] — R uma fungdo. Se f é integravel em [a, b] entdo f é
limitada em [a, b].

Obs. 4.8
m A proposi¢ao anterior permite concluir que
f n3o limitada em [a, b] = f n3o integravel em [a, b].

m O reciproco da proposicdo anterior nao é valido. Existem funcdes
limitadas num intervalo que n3o s3o integrdveis nesse intervalo.

Exer. 4.9
Mostre que a funcdo f definida por

f(x):{ 1 g x#0

0 se x=0

n3o é integrdvel em qualquer intervalo [a, b], onde a < 0 < b.



Condicoes de integrabilidade 92

Prop. 4.10

Seja f: [a, b] — R uma funggo.
Se f for continua em [a, b] entdo f & integrdvel em [a, b].

Se f for limitada em [a, b] e descontinua num nimero finito de
pontos entdo f é integrdvel em [a, b].

Se f for mondtona em [a, b] ent3o f é integravel em [a, b].

Prop. 4.11

Sejam f e g fungBes definidas em [a, b]. Se f é integrdvel em [a,b] e g
difere de f apenas num niimero finito de pontos (isto é, f(x) = g(x),
para todo o x € [a, b], exceto para um ntimero finito de valores de x),
entdo

b b
g é integrdvel em [a, b] e / g(x) dx :/ f(x)dx .



Exercicios

93

Exer. 4.12

Diga, justificando, se as seguintes fun¢des sdo integrdveis no intervalo

considerado:

f(x) = cos(x* —

tg x

f(x):{ )

x+1

2x), em [0, 4]
se x€ (0,2
i g
Ss€ X = 2
se x€[—2,0[
se x=0 , em [—2,1]
se x €]0,1]

se x€[3,7 e x¢N

, em [3,7]
se x€[3, 77NN



Propriedades das fungdes integraveis

Prop. 4.13

Sejam f e g fungdes integraveis em [a, b] e a € R.

f + g é integravel em [a, b] e

/ () + g0)) o = / CFog det / b

b b
af é integrdvel em [a, b] e / af(x)dx = a/ f(x) dx;
a a

f-g é integrdvel em [a, b];
f é integrdvel em qualquer sub-intervalo [c, d] de [a, b];

Se ¢ €]a, b], entdo f é integravel em [a,c] e em [c, b] e

/abf(x)dx:/acf(x)dx—i-/cbf(x)dx;



Propriedades das fun¢des integraveis (cont.) 95

Prop. 4.13 (cont.)

b
[ Se 7(x) > 0, para todo o x € [a, b], entdo / f(x)dx > 0;

Se f(x) < g(x), para todo o x € [a, b], entdo
b b
/ f(x)dxg/ g(x)dx;
B Se m < f(x) < M, para todo o x € [a, b], onde m, M € R, ent3o

m(b—a)g/bf(x)dxg/w(b—a);

/abf(x)dx g/ab|f(x)| dx.

B |f]| é integrdvel em [a, b] e




Exercicios 06

Exer. 4.14

2
2
Mostre que/ e X dx > 0.
0

Sabendo que

3 1
/f(x)dx:S e / f(x)dx = —11,
1 7
7
calcule/ f(x) dx.
3

Mostre que se f é uma fun¢do continua e estritamente crescente no
intervalo [1, 3], entdo



Teorema Fundamental de Célculo Integral 97

Teo. 4.15

Seja f uma fungdo integravel num intervalo fechado / de R. Ent3o, para cada
a €/, afungcdo F de | em R definida por

F(x) = /X f(t) dt,é

(i) continua em /;

(ii) e se f for continua em x € int(/), F é diferencidvel em x e
F'(x) = f(x).

Por outras palavras, F é uma primitiva de f.

Cor. 4.16

Seja f uma fung3o continua em /, a € | e F(x) :/ f(t) dt.
Entdo F é diferencidvel em | e tem-se que ?
F'(x) = f(x), Vx € I,

</: f(t)dt>, = f(x), Vx € I.

isto é,



Exercicios 08

Calcule F'(x) sendo F a f.r.v.r. dada por
X 2 5 2
(a) F(x):/ (sent +e "t )dt (b) F(X):/ cos t* dt
1 X
Seja f a fungio definida em R™ por f(x) = xIn (%) e seja

F(X):/ f(t)dt, para x> 1.
1

Justifique que F é diferencidvel em x = 2 e calcule F'(2).

Mostre que se f é uma fung¢do continua e n3o negativa
b
o0 [ ] / Al69) e = B i ) = 0, e & T ]
a

Sugestdo: Considere a fungdo F(t) = f; f(x) dx e use o Teo. 4.15.



Teorema do Valor Médio para Integrais

Cor. 4.18

Seja f uma fungdo continua num intervalo [a, b].
Ent3o existe ¢ €]a, b[ tal que

/b F(t) dt = F(c)(b— a)

Exer. 4.19

Selp flbd) =22 @ (=60 = /1 " ().

Justifique que a fungdo F é continua em [1,4].
Calcule F(1) e F'(2).

Mostre que existe um c €]1, 4] tal que F(4) = 3c.



Derivacao de integrais 100

Como, referido anteriormente,

Obs. 4.20
Se f é continua em [a, b], entdo F(x) = [ f(t)dt, x € [a, b], é uma
primitiva de f em [a, b].

Cor. 4.21

Sejam | um intervalo aberto de R, f : [a, b] — R uma fun¢&o continua
em]a,b[egi: ! —Reg: | — R duas fungdes diferencidveis em / tais

que g1(/) Cla, b e g(/) Cla, bl.
Entdo a fungdo H definida em / por H(x) = [£) f(t)dt, &
diferencidvel em /e, Vx € I, H'(x) = f(g2(x))gs(x) — f(g1(x)) gl (x) -

Obs. 4.22
Sendo F(x) = [X f(t)dt, x € [a, b] e G(x) = [ £(t)dt, x € I, com g(I) Cla, b,
entdo G = F o g e portanto G'(x) = F'(g(x))g’(x) = f(g(x))g’(x)
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Exer. 4.23

Calcule F'(x) sendo F a f.r.v.r. dada por

COS X

(a) F(x):/ In(t2 +1)dt (b) F(x)_x3/1X et dt

3

Determine k € R de modo que F’(1) =0, sendo F a fungdo
definida em RT por
klnx
F(x) = / et dt.

Considere a funcdo F definida em R por

F(x) = /OX (4 +sent)dt.

(a) Calcule F'(x) para todo o x € R.

(b) Estude a fungdo F quanto a monotonia e existéncia de
extremos locais.
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Exer. 4.24

3

Considere a fungdo F definida em R por F(x) = / te*"t dt.
0

(a) Justifique que F é diferencidvel em R e determine F’(x).

(b) Calcule lim F(x)

x—0 sen x

Seja f : R — R um fung¢do continua. Considere a fun¢io ¢ dada por

1—§—><2
o(x) = / f(t)dt, xeR.

X

(a) Justifique que ¢ é diferencidvel em R e determine ¢’(x).

(b) Mostre que lim G0} = —f(1).
x—0 X



Se f: [a, b] — R é continua em [a, b] e se F: [a, b] — R é uma primitiva
de f entdo

Obs. 4.26

b b
Notagio: F(b) — F(a) = F(X)‘ = [Fo)]
Exemplos de aplicagao:

2 3 2
8 1 4
2 _Pax= |5 x| =2 2 (2-1)=12
/l(x V<=3 7%, 73 3 3

2

/: )%nydy: [In|lnyl]: = In|In(e?)| — In|In(e)| = In(2)
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Exer. 4.27

Calcule

bo2x J g S | :
@ [ D) B
0 2
€ 1
(b) [ﬂsen(3x)dx (e)/e (i x)? dx
1 g 1
(c)/0 *1_X2dx () /_17x2+2x—3dx
2
. m se XE[—].,O[
Calcule/ f(x) dx onde f(x)=¢ 7 se x=0
~1

1
m se X E]O, 1]



Integracao por partes no integral definido 105

Prop. 4.28

b b b
/ uvdx = [uv} = / uv' dx.
a & a

Exemplo de aplicacio:

v T vy
/ xcosxdx = [senx.x] —/ sen x dx
0 0 0

= 0-— [—cosx}:

= cosm—cos0 =2

Exer. 4.29

Calcule:  (a) /ol(x—i- 2)e*dx  (b) /:xlnxdx



Mudanc¢a de varidvel no integral definido 106

Prop. 4.30
Sejam f uma fung3o continua em / e
p: J — /

t = x=p()
diferencidvel em J e tal que ¢’ é continua em J.
Sejam a,b € | e c,d € J tais que p(c) = a e p(d) = b. Entdo

b d
[ o= [ e 0 e

Obs. 4.31
I e J denotam intervalos n3o degenerados de R.

Exer. 4.32

Calcule: (a) /ln2 L dx  (b) /01de

—In2 e +4




Aplicacao ao calculo de éreas 107

Prop. 4.33

Se f é uma fungdo continua em [a, b] tal que f(x) > 0, Vx € [a, b],
ent3o a area da regido plana delimitada pelo grafico de f e pelas
retas y =0, x = a e x = b é dada por

/a i f(x) dx.

llustracao grafica




Aplicagdo ao célculo de areas (cont.) 108

Prop. 4.34

Se f é uma fungdo continua em [a, b] tal que f(x) <0, Vx € [a, b],
ent3o a area da regido plana delimitada pelo grafico de f e pelas
retas y =0, x = a e x = b é dada por

. / ’ F(x) dx.

llustracao grafica
Ay




Aplicagdo ao célculo de areas (cont.) 109

Prop. 4.35

Se f e g sdo fungdes continuas em [a, b] tais que f(x) > g(x),
Vx € [a, b], entdo a drea da regido plana delimitada pelos graficos
de f e de g e pelas retas x = a e x = b é dada por

b
/ (F(x) — g(x)) dx.

llustracao grafica
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Exer. 4.36

Calcule a area da regido delimitada pelos graficos das fungoes
f(x) =1 e g(x) =x? e pelas retas x =2 e y = 0.

Calcule a area da regido do plano situada entre x = —% e
x = 0 e limitada pelo eixo das abcissas e pelo gréfico da

funcdo h definida por
arcsen x

V1—x?

Seja A= {(x,y) €ER?:y > (x = 3)%,y > x — 1,y < 4}.
(a) Represente geometricamente a regido A.

h(x) =

(b) Calcule o valor da 4rea da regido A.



Exercicios 111

Exer. 4.37

Calcule a area da seguinte regiao sombreada, onde

(x+13+1 se x<0
f(x) = .
2x+1 se x>0

)/4//:‘
f/
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Integrais Impréprios 113

O integral definido (integral de Riemann) exige que a func3o integranda,
f, esteja definida num intervalo fechado e limitado, /, e que f seja
limitada. Podemos estender esta no¢do de forma a englobar uma destas
restricoes ou mesmo ambas, passando ao estudo do que chamamos
Integrais Impréprios.

Os Integrais Impréprios podem ser de trés espécies:

1.2 Espécie: O intervalo / n3o é limitado mas f é limitada em
qualquer subintervalo fechado de /.

2.2 Espécie: a fungdo f n3o é limitada ou n3o estd definida em alguns
pontos de /, sendo / limitado.

3.2 Espécie: O intervalo / ndo é limitado e f ndo
é limitada ou n3o esta definida em alguns pontos de /

Vamos limitar o nosso estudo aos integrais impréprios de 1.2 Espécie.



Integrais Impréprios: Exemplos 114

22 Espécie
1 z 3 3
1 1 1
/ — dx; /2 — dx; / —dx; / x2 dx.
0 X o sinx—1 o x(x—73) 2

Espécie

“+00 1 “+o00 1 1
/O ;dx, / mdx, / |n(1—X)dX.

|
[\)

Vamos limitar o nosso estudo aos integrais impréprios de 1.2 Espécie




Integrais Impréprios de 1.2 Espécie 115

Integral impréprio de 1.2 espécie no limite superior de
integracao

Seja f: [a, +oo[— R uma fung¢do integravel em [a, t], Vt > a.
Se existe e é finito o limite

lim /at f(x) dx

t—4o00

‘+OC
entdo o integral impréprio / f(x) dx diz-se convergente e

a
escreve-se

/:OO F(x)dx = lim /at £(x) dx.

t—+400

Caso contrério, o integral em causa diz-se divergente.



Exemplo

Exemplo de aplicagao:

+o0 1
Estudar a natureza do integral impréprio / —— dx.
0 1 + X
Como
t 1 .
JT@/O T ® = im leretg(x)l

= |lim arctgt
t——+o0

™
23

—+o00
o integral impréprio / 5 dx € convergente e
0 1 + X

+0oo 1 T
— dx=_.
/0 11272
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Determine a natureza dos seguintes integrais impréprios €, em
caso de convergéncia, calcule o seu valor:

+oo 1 +o0 (Inx)3
a)/ cos(x)dx (b)/2 e (c)/1 0 o

too 1
Prove que o integral impréprio / — dx é:
1 X%

divergente se a < 1;
convergente se a > 1 e, neste caso, / —dx=——.
1 b a—1
+o00o
Prove que o integral impréprio / e dx é:
0
divergente se 5 > 0;

+oo 1
convergente se § < 0 e, neste caso, / e dx = —E.
0



Integrais Impréprios de 1.2 Espécie (cont.)

Integral impréprio de 1.2 espécie no limite inferior de
integracao

Seja f: ] — 00, a] — R uma fungdo integravel em [t, a], Vt < a.
Se existe e é finito o limite

t_I:r_noo/t f(x) dx

"a
entdo o integral impréprio / f(x) dx diz-se convergente e

—00
escreve-se

/a f(x)dx = lim /t £(x) dx.

—Oo0

Caso contrario, o integral em causa diz-se divergente.



Exemplo

Exemplo de aplicacdo:

Como

1
: 1 : 1
lim /t T dx = t—I:Too [arctg(x)];

t——o00 -+ x2
= lim (E — arctg t)
t——oco 4
3T
Ta
1

> dx é convergente e

it i ot
o integra |mpropr|o/ 1.2

—00

1
1

[ —

oo L+ X 4
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Determine a natureza dos seguintes integrais impréprios €, em
caso de convergéncia, calcule o seu valor:

0 4
(c) /_001+(x+1)2 dx

Estude a natureza do seguinte integral impréprio em fungdo
do pardmetro a € Rt \ {1}



Propriedades dos integrais imprdprios

Prop. 5.6
Sejam f : [a,+00[— R e g : [a, +oo[— R funcdes integriveis em [a, t], Vt > a.
Entdo verificam-se as seguintes condi¢des:

+oo +oo
Se / f(x)dx e / g(x) dx sdo convergentes, entdo
a a

+oo
/ (af(x) + Bg(x)) dx é convergente, Va, B € R, e

/a+oo(af(x) + Beg(x)) dx = a/:oo f(x) dx + 5/:00 g(x) dx.

+o00o +oo
Se f(x) dx é divergente, entdo / (af(x)) dx é divergente,

Va € R\ {0}.

+oo
Mostre que nas condi¢cdes da Proposicao anterior se / f(x) dx converge e
a

+oo +oo
/ g(x) dx é diverge entdo / (f(x) + g(x)) dx é divergente.

Obs. 5.8

Resultados andlogos validos para integrais impréprios de 1.7 espécie no limite
inferior de integracio.




Propriedades dos integrais impréprios (cont.) 122

Prop. 5.9

Sejam f: [a, +oo[— R uma fun¢do integrdvel em [a, t], Vt > a, e b > a. Entdo
os integrais improprios

/:mf(x)dx e /b+oof(x)dx

tém a mesma natureza (i.e., ou s3o ambos convergentes ou ambos
divergentes). Em caso de convergéncia, tem-se que

/:oo f(x)dx = /abf(x)dx—l—/[:roo f(x) dx.

Obs. 5.10

Resultado andlogo, com as devidas adaptagdes, é valido para integrais
impréprios de 1. espécie no limite inferior de integrac3o.



Exemplos

Exemplos de aplicac3o:

Pelo Exercicio 7.3.2 tem-se que

+o00 +o0
1 1 1
—5 dx converge e que —dx= .
1 X 1 X

Portanto

+°°1 R | _ 3.1

Como, atendendo ao Exercicio 7.3.2, o integral impréprio

“+o0o
/ x? dx é divergente, ent3o o integral impréprio
1

“+o0o
/ x? dx também ¢é divergente.
3



Integrais Impréprios de 1.2 Espécie (cont.)

Integral impréprio de 1.° espécie em ambos os limites de
integracao

Seja f: R — R uma fung3o integravel em [«, 5] para todos os
a, B € R tais que a < (.

Se, para algum a € R, os integrais impréprios

a +o0
/ f(x)dx e / f(x) dx s3o ambos convergentes
a

—00
“+o0

dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é convergente
J =00
e escrevemos

/m f(x)dx:/a f(x)dx—l—/:oo F(x) dx.

—00 —00



Integrais Impréprios de 1.2 Espécie (cont.)

Se, para algum a € R, pelo menos um dos integrais impréprios

/_ OO f(x)dx ou / o F(x) dx

400
é divergente dizemos que o integral impréprio / f(x)dx é
—0o0

divergente.

Exer. 5.13

Determine a natureza dos seguintes integrais imprdprios €, em caso
de convergéncia, calcule o seu valor:

(a) /_;Ooxdx (b) /_:olszdx (<) /_:Ozwx




Critérios de Convervéngia

Prop. 5.14

Critério de Comparacao
Sejam f e g duas fun¢des definidas em [a, +00[, integraveis em
[a, t], YVt > a, tais que

0<f(x) <glx),

para todo o x € [a, +oo[. Entdo:

+00 +o0
(i) se/ g(x) dx é convergente, entéo/ f(x) dx é convergente.
a a

+o00 +oo
(i) se f(x) dx é divergente, entdo / g(x) dx é divergente.
a

a

Obs. 5.15

Com ligeiras adaptagdes, pode enunciar-se 0 mesmo critério para integrais
impréprios de 1.2 espécie, imprdprios no limite inferior de integragdo.



Exemplo 127

Exemplo de aplicagdo:

Usando o Critério de Comparacdo estudar a natureza do integral

+o00o 1
sen — dx .
1 X

Notar que, para todo o x € [1, +o0[ temos

1 1, .

0 S sen ; S ; o (JUStIflque!) (].)
s |

Uma vez que o integral impréprio — dx é convergente e que
X

a desigualdade (1) se verifica, pelo Critério de Comparagio, o

+oo
integral impréprio / sen — dx € convergente.
1 X
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Prop. 5.16

Sejam f e g duas fun¢des definidas em [a, +o0[ e integraveis em
[a, t], Vt > a, tais que f(x) > 0 e g(x) >0, Vx € [a,+00[. Seja

= lim @
o xL+oo g(X) ’

Entao:
+0o0 +oo
(i) Se L € R, entdo / f(x)dx e / g(x) dx tém a
mesma natureza. ?
+o0o +o0o
(i) SeL=0¢e / g(x) dx é convergente, entdo / f(x) dx
é convergentg. ’
+00 +o0
(iii) Se L =+o0 e / g(x) dx é divergente, entdo / f(x) dx

é divergente.
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Exemplo de aplicac3o:

Usando o Critério do Limite estudar a natureza do integral

+00 1
sen — dx .
1 X

Notar que, Vx € [1,+o0[, sen % >0 e % > 0. Além disso

1

sen? -1

L= lim
X—r—+00 5
Ps

+oo
Uma vez que L € R e que / —5 dx é convergente, pelo
1 X

+o0o
Critério do Limite, o integral impréprio / sen — dx ¢é
1 X

convergente.



Critérios de Convergéncia (cont.)

Obs. 5.17

Com ligeiras adaptagdes, pode enunciar-se o Critério do Limite para
integrais impréprios de 1.2 espécie, impréprios no limite inferior de
integracao.

|

Exemplo de aplicagdo

0

e*
Estudo da natureza do integral impréprio / m dx
Vx €] — 00,0], = 1)2 >Oe( )L >0. -

Uma vez que

ex
=—1)2
L= lim & im e =0
X—=—00 ——— X——00
. , (x=1)
e que / P dx é convergente (verifique!), concluimos,
oo (x—1)

0 eX

pelo Critério do Limite, que / dx é convergente.

oo (x —1)2



Exercicios

Exer. 5.18

131

Estude, utilizando o critério de comparacao ou o critério do limite,
a natureza dos seguintes integrais improéprios:

/+°° sen? x
(a)

I\J\U\

+oo _
(b) / 5x? —3 dx

x8 L x—1

© [

+OOX—|—1
(d)/3 s

© [ o)
1 X' +2x+1

0 3
(f)/ 2R

oo 2+ X2
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Seja f: [a,+oo[— R integravel em [a, t], para todo o t € [a, +o0].
Dizemos que o integral impréprio

/a o F(x) dx

é absolutamente convergente, se o integral impréprio

/:OO\f(x)\dx

é convergente.

Prop. 5.20

Seja f: [a, +oo[— R integrdvel em [a, t], para todo o t € [a, +o0].

Se o integral impréprio
+oo
/ f(x) dx
a

é absolutamente convergente, entao também é convergente.
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Obs. 5.21

Com ligeiras adaptacoes, pode definir-se convergéncia absoluta e
enunciar-se a mesma proposicao para integrais improéprios de 1.2
espécie, impréprios no limite inferior de integracao.

Exer. 5.22

Verifique se os seguintes integrais impréprios sdo absolutamente
convergentes:

+00
(a)/ sende
1

x2

(b) /+OO(_1)ndx aratodooneN
2 1+2X4 » P
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